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Notations et objectifs du sujet

Dans tout ce probléme, I désigne un intervalle de R de la forme I = [a,b] avec a < b. On note C(L,R)
I'espace vectoriel des fonctions continues f : 1 = R. On munit cet espace de la norme || ||y définie par
I£llr = sup{|f(x)|,x € 1}. Si A est une partie de C°(I,R) et si f € C°(I, ), on dit que f est une limite
uniforme d’éléments de A s'il existe une suite (fn)n>1 d’éléments de A telle que [If — fulli — 0 quand
n — +o0.

On note N l'ensemble des entiers positifs (ou nuls). On note B[X] I'espace vectoriel des polyndmes a
coefficients réels et si n € N, on note R, [X] le sous-espace des polynomes de degré au plus n. On dit qu'un
polyndme p € R[X] est unitaire si p(X) = 1 ou bien s'il existe un entier n > 1 et un polyndme r € Bn-1[X]
tels que p(X) = X™ + r(X).

La restriction a I permet de voir B[X] comme un sous-espace vectoriel de C°(I,R), ce que nous faisons.
Nous munissons alors By [X] et B[X] de la norme || ;. On rappelle le théoréme de Weierstrass.

Théoréme. Toute fonction f € CO(I,R) est limite uniforme d’éléments de R[X].

L’essentiel du probléme (les parties 3 & 7) est inspiré par la question suivante : quelles fonctions continues
sur I sont limites uniformes de polynémes a coefficients entiers ? Le probléme comporte sept parties. Les
résultats des questions 2.4 a 2.8 ne sont pas utilisés dans la suite. La partie 5 n’utilise pas les résultats des

parties précédentes.

1. Existence et unicité d’une meilleure approximation
Soit n € N et soif f € CO(I,R). On pose m = inf{||f — p[|1,p € Ra[X]}.

1.1. Montrer que I'ensemble C des g € B,[X] tel que [|f — g|[; <1+ m est un compact non vide de R [X].

1.2. Montrer qu'il existe un élément p € Bn[X] tel que ||f — p|li = m. En déduire que si m =0, on a alors
fe By [X]

On suppose dans la suite de cette partie que m > 0.

1.3. Soit k le nombre de solutions dans I de I'équation |f(x) — p(x)| = m ; on suppose que k < n+1 et
on note ces solutions x; < ... < Xy, avec x; € [. Montrer qu'il existe un polynéme q € R,[X] tel que
q(x;) = f(xi) pour tout i € {1,...,k}.

1.4. Pour 6 > 0, on pose Us = {x € I | 3ie {1,...,k} | |x —x;| < 8}. Soit &€ > 0. Montrer qu'il existe § > 0
tel que |f(x) — q(x)| < € pour tout x € Us.

1.5. Soit £ = ||p — q||1 et soit ¢ > 0, & ajuster ensuite. Soit § comme & la question 1.4. Pour t € ]0,1[, on
pose py = (1 —t)p + tq. Montrer que pour tout x € I, on a

(1—-t)m+te six € Us;
_ N < .
) = < {2 mp)—plalhy < TV ) o2 £ 1ALk

1.6. Montrer que pour un choix convenable de ¢ > 0, il existe t € ]0,1[ tel que ||f — p¢f1 < m. En déduire
que l'équation [f(x) — p(x)| = m admet au moins n 4 2 solutions distinctes dans I.

1.7. On suppose qu'il existe p1,p2 € Bn[X] tels que ||f — p1lli = |If — p2lli = m. Montrer que p; = p2 (on
pourra appliquer la question 1.6 4 (p; + p2)/2).
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2. Capacité d’un compact

; )], x € K
Soit K une partie compacte de R. Si f € C°(K, R), on pose ||f]|k = sup{|f(x)],* €
un ensemble infini.

}. On suppose que K est

unitaire de degré m, tel que
degré n a coefficients dax‘ls R.
un tel polyndme q est unique.

2.1. Montrer que si n > 1 est un entier, il existe un polynéme q 6' R[X],
lallx = inf, {|lpllx} ot p parcourt I'ensemble des polynémes unitaires de
On pose ty = [|q|lk = inf,{||p|lx}. Montrer que si a < b et K = [a,b],
On le note TX. m_g
. . { < 2l + tn o™
2.2. Soit (Cn)n>1 une suite de réels telle que pour tous m,n =1, on a {msn € mgm m
Soit ¢ =inf{ln,n > 1} € {—c0} UR. Montrer que {, — { quand 1. — +o0.
2.3. Montrer que la suite (t,ll/“)n;l admet une limite, notée d;(K).
2.4. On pose w; = 1 et, pour tout n > 2, on pose wy, = sup{[Tyciajen X1 = Xjhxa

que la suite (“‘:21/(“(“-1)))11;2 est décroissante. Bn déduire qu'elle converge ; on notera dz (K)

d 1 iste X1,- -
2.5. Montrer que pour tout entiern > 1, on a tn € Wni1/wy. On pourra montrer qu'il exis ’e
isir j usement
tels que win =T, i j¢n [Xi = %], puis considérer P(X) = (X = x1)... (X —xn) et choisir judicie
Xn+1 € K. , SV
2.6. Montrer qu'il existe x1,...,xn41 € K tels que pour tout polynome unitaire p € B[X] de degré n,

S Xn € K}. Montrer

sa limite.
L xn €K

1o 0 pi)
Wint1 = |det o :
1o izl )

En déduire que wy4; < (n+ Dwyty,.
2.7. Soit (Un)n>1 une suite de réels qui converge vers une limite u. Pour 1 > 1, on pose z, = (uy+--.+un)/M.
Montrer que z,, - u quand n = +oco.
2.8. Montrer que d,(K) = da(K).

Remarque. Cette limite commune est appelée la capacité de K.

3. Polyndémes de Tchebychev
Dans toute cette partie, n est un entier strictement positif.

3.1. Montrer qu'il existe un et un seul polynéme Ty, tel que Tn(cos 8) = cos(né) pour tout 8 € R. Quel est

et son degré ?

3.2. Montrer que 2'~"T,, est un polynéme unitaire qui admet n + 1 extremums dans I'intervalle [—1,1].
3.3. Soit I = [-1,1], soit f la fonction définie par f(x) = x™ et soit q un élément de R,_;[X] tel que

7 It = allr = inf{||f = pll1i,p € Bn-y[X]} (cf. la question 1.2). On suppose que ||f — q||; < 2!~™. Montrer
- que le polyndme 2'""T,, — (f — q) a au moins n racines distinctes dans I. En déduire que si [ =[-1,1],
ARp 2 alors Ty = 217, (le polynome T} est défini 4 la question 2.1).

3.4. Calculer T,[l“'bl et en déduire que ||T,[1“‘h]||[u'|,l = 2(“;“)“ puis que d([a,b]) = “‘T“ (out d; est défini &
la question 2.3). ’
(3.5. Montrer que si I = [a,b] avec b—a 3 4, et si p est un polyndme non constant & coefficients entiers, alors
el > 2.
3.6. En déduire que si b — a > 4, une fonction f € C°([a,b],R) est une limite uniforme de polyndémes a
‘ coefficients entiers si et seulement si f est elle-méme un polynéme a coefficients entiers,
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4. L’al)Pl‘oximabion par des polyndmes i coefficients entiers
On suppose dans le reste du probléme que I = [a,b] avec b — a < 4,

K;}‘ Mclmt‘rer quill existe un polyndme unitaire non constant p € R[X] tel que |p||; < 1.
+2. Soit r € R[X] un polynéme de degré d > 1. Montrer quesis € R[X], il existen > 0et by, ..., by € Ra_y[X]
bels que $(X) = bo(X) + by (X)r(X) + ... + b (X)r(X)™.
4.3, Soit d le degré du polynsme P construit a la question 4.1 et soient £ > 1 et k > £ des entiers ; on pose

m = lod. Montrer quil existe des réels bit € [0,1] pour 0 < i< d -1 et pour €3> {, tels que I'on
puisse écrire p(X)* = 1y (X) + z,,(X) + Pk(X), ot

(XY= D bueaXip(X),

0gigd-1

(=0
ol zy est un polyndéme unitaire de de
Plus m — 1 et & coefficients dans [0,1).
Choisir soigneusement (o et montrer qu'il existe alors deux entiers k' > k tels que q = Zyr — 2y est un
polyndme unitaire non constant 4 coefficients entiers vérifiant ||q||; < 1.
Définition. Soit
vérifiant ||p||; < 1.

gré kd a coefficients entiers et ou Pk est un polynéme de degré au
4.4,

J(I) 'ensemble des x € T tels que p(x) = 0 pour tout polynéme p & coefficients entiers
Par la question 4.4, I'ensemble J(I) est fini.

4.5. Déterminer J(I) lorsque | = [a,b] avec ~1 < a < b < 1, puis lorsque I = [~1,1].

4.6. Soit f € C°(I,R) une fonction qui est une limite uniforme de polynémes & coefficients entiers. Montrer
qu'il existe un polynéme p a coefficients entiers tel que f(x) = p(x) pour tout x & J(I).

4.7. Montrer qu'il existe un polyndme unitaire q & coefficients entiers tel que [|q]lr < 1 et que, si x € I vérifie
q(x) =0, alors x € J(I).

Notation. Dans le reste de cette partie, q désigne un tel polynéme et 1 son degré.

4.8. Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout p € R[X], il existe p € Z[X] vérifiant
lp = Bllt < M. On pourra utiliser la question 4.2,

4.9. Soit f € C°(I, R) une fonction telle que pour tout x € I vérifiant q(x) =0, il existe 5 > 0 tel que f(y) =0
pour tout y € [ vérifiant |x —y| < & Soit ¢ > 0. En appliquant le théoréme de Weierstrass (rappelé

dans l'introduction) a f/q* pour k grand, montrer qu’il existe un polyndme p & coefficients entiers tel
que [|f —pl; <e.

4.10. Soit f € C°(I,R) une fonction telle que pour tout x € I vérifiant q(x)
est une limite uniforme de polynémes 4 coefficients entiers.

4.11. Montrer qu'une fonction f € C°(I,I2) est une limite uniforme de polyndmes & coefficients entiers si et
seulement s'il existe un polynéme p & ccefficients entiers tel que f(x) = p(x) pour tout x € J(D).

4.12. Montrer qu'une fonction f € C%([~1,1],R) est une limite uniforme de polynémes a coefficients entiers si
et seulement si f(—1) € Z, 1(0) € Z, (1) € Z et f(~1) et f(1) sont de méme parité.

=0, on a f(x) = 0. Montrer que f

5. Polynodmes symétriques

Définitions. Soit n > 1. On considére des polynémes en les n variables T1,-.

-y Tn & coefficients dans 2,
c'est-a-dire

- ; . Th i
p(Tlv"'nTﬂ) = Z alhu-.\nTl "'Tn“
i1yein 20

avec ai,,...i, € Z, la somme étant presque nulle. L'ensemble de ces polyndmes est noté Z[Tyyeoi Ty et
forme un anneau. Un monéme est un polynéme de la forme Qiyyoyin 1t e Tin avec Qiy,....in = 0. Son degré
est le n-uplet i = (i;,...,1,) € N". Nous dirons qu'un n-uplet i € N" est plus petit qu’un n-uplet jeNT
si -y ik < 3, jx ou bien si 2k ik = X ji et il existe k tel que i =7y,... 1y = jk-1 et ix <jy.

5.1. Montrer que sii e N" et j € N™ sont des n-uplets avec i = ), alors soit i est plus petit que 1, soit j est
plus petit que i.
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5.2. Montrer que si I'on se donne un n-uplet i € N™, I'ensemble desg n-uplets j € N qui sont plus petits que i
est fini. i

Définitions. Sip(Ty,...,T,) = bty 30 Gy T ... T\ est un polynéme non nul, on note dom(p) le
coefficient aj,, ;. du monéme ah‘___‘l"Tx“ ol Tin ol iy, v+, in) est le plus grand des degrés pour lesquels
Qiy,.in 7# 0. Le degré (iy,... 1) correspondant est le degré de p, noté deg(p)
Si 7t est une permutation de l'ensemble {1
P(Tr(1)s -y Tagny). On dit que p est un po
Les éléments Sy,...,S, de Z[Ty,...

oo} et sip € Z[Ty,...,Ty], on note p™ le polync‘)me
lynome symétrique si p" = p pour toute permutation 7.
y Tn] sont définis par la formule

n

H(X =Ti) =X" = §,xn-1 +...4+ (_1)“—151\—-1)\"*' (=1)"5n.

i=1

Ce sont donc des polynsdmes symétriques. On a $), = Licticnctin Ty -+ Ty

5.3. Soit p € Z[T,...,Tn] un polynéme symétrique non nul et soit (iy,...,in) le degré de p. Montrer que
W22, 214,
5.4. Soit p un polynéme comme dans la question précédente. On pose

dy =iy —1i,, d2 =13 — i, co duor=ino =1, dy =in.

Montrer que
—ou bien p = dom(p)S<: ... Sdn .

~ ou bien deg(p — dom(p)S: ... Sdn)
5.5. Montrer quesip ¢ 2Ty, Ty

que p = q(Sy,...,Sn).

est plus petit que deg(p).
] est un polynéme symétrique, il existe un polynéme q € Z[T1y...,Tn] tel

6. Entiers algébriques

Définition. On dit qu’un nombre complexe x est un entier algébrique s'il existe un polyndme unitaire
(non nul) a coefficients entiers p € Z[X] tel que p(x) = 0.

6.1. Montrer que si x € Q alors x est un entier

6.2. Sia(X)=ap+ qyX+...+a,X" € ZIX),
on a alors c(ab) = ¢(a)c(b)
c(a) ou ¢(b).

6.3. Montrer que si x est un entier algébrique, il existe un et un s

eul polyndéme p, € Z[X] unitaire tel que
Px(x) =0 et tel que p, est irréductible dans Q[X]. Montrer que p, est a racines simples dans C.

Définition. Dans les notations de 6.3, les racines X1,-.+y Xy de py dans C (y compris x lui-méme) sont
appelées les conjugués de x. On a alors Px(X) = (X =x;)... (X - Xn)-

algébrique si et seulement si x € Z.

on note c(a) le pged de ay,...,an. Montrer quesiaq,b € Z[X],
. On pourra montrer que si un nombre premier divise c(ab) alors il divise

6.4. Dans les notations ci-dessus, soit r un &lément de Q
que px divise  dans Q[X].

6.5. Soient x et y des entiers algébriques et soient Yl rYm
utilisant la question 5.5) que les coefficients du polyném
déduire que x + y est un entier algébrique.

6.6. Montrer que si x et y sont des entiers algébriques, alors xy est un entier algébrique.

(X] tel qu'il existe i vérifiant 1(Xi) = 0. Montrer

les conjugués de y. Montrer (par exemple en
e Pu(X—y1)...py(X = Um) sont dans Z. En

Définition. Soit [ = |q, b] et soit F(I) 'ensemble des x € 1 qui sont des entiers algébriques dont tous les
conjugués appartiennent aussi a I. Cet ensemble est appelé le noyau de Fekete de 1.

6.7. Soit q un polynéme 4 coefficients entiers tel que llqllr < 1, soit x un élément de F(I) et soient x;,%;,. .., %,

ses conjugués. Montrer que []I_, q(x;) est un élément de Z, puis que q(x) = 0. En déduire F(I) c J(1)
6.8. En considérant par exemple le polynéme X (X2 — 1)(
avec a < 2.

X? - 2), calculer J(1) pour tout intervalle [ — [-a,q]
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7. Le noyau de Fekete

Le but de cette partie est de montrer que pour tout intervalle I = [a, b] de longueur b — a < 4, on a en fait

F(D) = (D).

Définition. Un p;wé est une partie P de R" de la forme
P={Avi+.. 4 Anvn, Ay An € [, ll}v

ol vy, .,y € R™. Le volume de P est alors vol(P) = 2"|det(V)], o V est la matrice de vy,...,Vn dans
la base canonique de R". Pour I € R™ on note h+ P = {h+v, v € P}. Soit Z" I'ensemble des vecteurs
de R™ dont toutes les coordonnées sont entiéres.

7.1. Montrer que si P est un pavé tel que vol(P) > 1, il existe w # w' dans P tels que w — w € Z™ On
pourra observer que dans le cas contraire, h + P et h’ + P sont disjoints pour tous h # h’ dans Z".

Soit x € R un entier algébrique et soient x; = x,X2,...,%m ses conjugués. On suppose que m > 2 et
qu'il existe n € {2,..., m} tel que xy,...,Xn—1 € R. On considére la matrice

.2,

1\ X x;‘"l
1 x 3 e xpd
M= :
o . -
1 il 1 1

et onnote f : R™ — R™ I'application linéaire correspondante. Sir > 0, on note B(r) 'ensemble des a € R™
tels que [an| < v et que |ai| < § pour tout i € {1,...,n —1}. Montrer que si r est assez grand, il existe
heZ™\ {0} tel que h € f~1(B(r)).

7.3. Soit h € Z™\ {0} comme & la question précédente. On pose s(X) = hy+hyX+...+ha X" 1 ouhyy.e hn

sont les coordonnées de h. Montrer que pour tout i € {1,...,n— 1}, on a |s(xi)| < 1 et s(x;) # 0.

7.1. On conserve les notations de la question 7.2. Soit ¢ > 0. Montrer que si yi,...,Yn—1 € R, il existe
p € Z[X] tel que |p(xi) — yi| < € pour tout i € {1,...,n — 1} (on pourra s’inspirer des questions 4.8 et
4.9).

. Soit & présent S = {x1,...,xn} un ensemble de réels deux & deux distincts tel que, pour tout 1 < i< n,
le réel x; est un entier algébrique qui admet au moins un conjugué qui n’est pas dans S. Montrer que si
Yo Un €, il existe p € Z[X] tel que |p(x;) —yi| < € pour tout i € {1,...,n}.

. Seit I = [a,b] avec b — a < 4 et soit q un polynéme unitaire a coefficients entiers tel que ||qfl; < 1.
En écrivant I'ensemble des racines de q dans I comme union disjointe F(I) U S, montrer qu’une fonction
f € C°(L,R) telle que f(x) = 0 pour tout x € F(I) est une limite uniforme de polynémes & coefficients
entiers.

. Montrer que F(I) = J(I).

_*l
(42}

~1
[=2]

=1
=1

Fin du probléme
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1.2.

1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

2.1.

[
(&)

2.3.

Corrigé

1. Existence et unicité d’une meilleure approximation

C est l'intersection de la boule fermée de centre f, rayon 1 + m et du sous-espace Ra[X] qui est lui

aussi fermé car de dimension finie. Ainsi C est fermé et borné dans un espace de dimension finie ;.ﬂ ?5t
compact. Si l'on avait C = & alors on aurait |[f — gf|; > 1+ m pour tout g € Ba[X], en contradiction
avec la définition de m.
L'application g ~ ||f — g||; est continue sur C donc elle admet un minimum atteint en p € C. Pour
gERLX,ona|f—gli2|f—plisigeCet|f—gi>1+m3>|[f-pllisiggC Alns, If =Pl
est le minimum de ||f — g||; sur B,[X], soit : ||f — p||; = m. Le cas m = 0 est immédiat.
On remarque déja que k > 1 car la fonction continue |f — p| admet un maximum sur le compact [a,b].
L'existence de q est une conséquence du théoréme d’interpolation de Lagrange.
Par continuité de f — q en x;, il existe 5 > 0 tel que |f(x) — q(x)| < € pour tout x € Jxi = 81, %i + 8:[NL.
& = min(8y,...,0x} convient alors.
Pour x € Us on a [f(x) = py(x)] = (1= t)(f(x) = p(x)) + t(f(x) — q(x))| < (1 — tym+ te. Pour x €I\ Us
on a [f(x) — p: ()| = [(1(x) — P(x)) + t(p(x) - A(x))| < supyyy, |F — p| + 1L Y
I1s’agit de choisir ¢ et t de sorte que les deux majorants obtenus & la question précédente soient strictement
inférieurs a m.
On impose 0 < ¢ < m. Ainsi, pour tout t €]0,1{, on a (1 — tym+te < m.
I\ Us est compact car fermé dans I compact. $'il est non vide, alors |f — p| admet un maximum m’
sur ce compact et m’ < m car la valeur m ne peut étre atteinte par construction de Us. Alors, pour
t suffisament proche de 0t on a t€+m’ < m. Lorsque [\ Us = &, le deuxiéme majorant n'a pas lieu
d’étre considéré.
En conclusion, l'existence de q, et donc le fait que k < n + 1 ont permis de trouver un polynéme

Pt € Rn[X] strictement plus proche de f que ne l'est p, en contradiction avec la définition de p. Par
négation d'une conclusion absurde, il vient k > n + 2 (éventuellement k = c0).

- p3 = (p1+p2)/2 € BalX] et |If = pallt < F(If —palli + [If = p2lli) = m. Ainsi [[f — psy = m et

il existe au moins n + 2 points Xxi,...,Xn4+2 distincts pour lesquels |f(x;) — pa(xi)] = m. On a aussi
[f(xi) = pa(xi)| < (IF(x1) = pr(x)l + [F(xi) = p2(xi)]) < m, d'out [f(xi) — p1(xi)| = |f(xi) — pa2(xi)| = m.
et de plus f(xi) — p1(xi) et f(x) — pa(x;) ont méme signe (sans quoi f(x;) — ps(x;) = 0). II vient
f(xi) — p1(xt) = f(xi) — p2(x) puis p1(xi) = p2(xi). Par conséquent p; — p2 € Rn[X] 2 au moins n + 2
racines distinctes ; c’est le polynéme nul.

2. Capacité d’un compact

Remarquons déja que ’hypothése «K est infini» implique que || ||k est une norme sur R[X]. En écrivant
p = X™ + 1 avec deg(r) < n, on voit qu'il s’agit de trouver un polynéme r € Rn_;[X] de meilleure
approximation pour la fonction définie par f(x) = —x". Un tel polyndme existe et est unique d’apres la

premiére partie ot I'on n’a pas fait usage de I'hypothése supplémentaire «I est un intervalle», et o 'on
a bien m > 0 car f € Rn_1[X].

. Casl cR: soit e >0et m > 1telquel;, <{+¢c. Pourn 2> 1, on écrit la division euclidienne de n. par m :

n = qm+7 et n choisit une valeur arbitraire pour (o de fagon a simplifier le raisonnement qui suit. Partant
de l'inégalité (x + m){x4m < x{x +mlp, on obtient de proche en proche : (r+ qm)lrpqm < vl +qminy,
soit by < Tl + (M —7)lm < M+n(0+¢€) ot M = max(x({y — {,n),0 < x < m} (quantité indépendante
den). Ainsi, pour tout entiern > I,ona (< (, < % + (4 € et ce majorant est inférieur ou égal & {+ 2¢
sin est suffisament grand. Il est ainsi prouvé que (;, = ( quand n — +o0. Le cas { = —co se traite par
adaptation immeédiate.

Posons £, = In(t,)/n (quantité bien définie car t, > 0 en tant que minimum). Le polynéme p = TKTX
est unitaire de degré m+4n, donc tyin < [[pllk < TR IKITE Ik € tmta, d'00 (M+1)lnin < Mbn+nly.
Avec la question précédente, la suite ((,,) converge ou diverge vers —co, donc la suite (t5/ ") = (exp(€n))
converge vers une limite finie, positive ou nulle.
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pefl...,n+1}

t
; p e i I Xy Xng1 € Ke :
2.4, Le nombre wy, est bien défini car K est borné non vide. Pour X1,y Xn —1,..p=n+1i

[&]
o«

(S S]

o ~1

T A X s v
y | < ) ltipliant ces inégalités pour ]
on a Hngtqgnw Ligp INt = ] € wy En multiplia

- 1 i méme coup i, apparait
vient ” I\" - \lln l < \\’:1+1 (I,BX}JOSM“} n— 1 vient du fait qu’un é tcl ubler(e))s) P
sk b . £ £ ] s ceux-la). En prenant la orne sup u
dans tous les prodmts ol pFi et PF) et seulement dans ceux ]'l)

: i me général
i -l & 1 i : sance de la suite de terme g
SUr Xiy..vyXp41, ONn obtient \\'R+{ < wit! ce qui donne la décroissanc

wi O Bang minorée par 0, clle converge.

. g , I'énoncé
« La borne supérieure définissant 1w, est atteinte par compacité de K. Le polynéme p donné dans

itai ' : int de K ot |p| atteint
est un polyndme unitaire de degré n donc |[p||k > Ln. En prenant pour Xy 41 un poin Ipl
son maximum, on obtient wy 4y 2 Ihicicjensr X =X = waly.

« Le déterminant proposé est inchangé si I'on ajoute & p un polynéme r quelconque de degré au plus n—1

car la colonne '(r(v1) «++ r(xn41)) est combinaison linéaire des premiéres colonnes. Il suffit donc de
choisir Xyy... ) Xnya de sorte que Iégalité soit valide dans le cas particulier p(X) = X™. Or 'dans ce cas,
on reconnait le déterminant de Vandermonde, égal a ﬂlg\- ;5n+1("} —xi). On obtient 1”éga11té en valeur
absolue en choisissant X1y+.0yXny1 € K tels que HKKK“H [Xi = Xj| = Wn41, ce qui est possible par
compacité de K.

En développant le déterminant selon la derniére colonne, on obtient une combinaison linéaire des valetles
P(X1)yev oy P(Xn41) dont les coefficients sont au signe prés des déterminants de Vandermonde associés
4 un arrangement de n termes parmi Xi,...,Xn41. Chacun de ces déterminants est majoré en valeur
absolue par wy,, tandis que [P(xi)l < [Ipllk. En conséquence, wyiy < (n+ 1)wq|p|lk. En choisissant
alors p=TX, on a [|p|lk = t,, d'od Wi S (U + 1wy by,

C’est le lemme de Césaro, valide aussi bien si la limite u est finie ou infinie.

- D’apreés les questions 2.5 et 2.6, on a par itération : x, =1;... tho1 S wy < nlx,.

Avec la formule de Stirling, In(n!) ~ n In(n), donc (n!)*("("=1)) 4 1 quand n tend vers infini. Ainsi
les suites de termes généraux ww¥/ ("("=1)) o4 x/((n=-1)) ont méme limite, dp(K).

Dans le cas d,(K) £ 0, on a +1In(ty) = In(d,(K)) + o(1), soit In(tn) — nln(di(K)) = o(n). Comme
la série de terme général n est a termes réels positifs et diverge, par sommation de cette relation de
comparaison il vient In(t,) + ...+ In(ty_1) — (1+... + (M= 1)In(di(K)) = o(1 +... + (n = 1)). Soit
In(xn) = 20U 1n(d; (K)) + o( 21 ef ainsi x/0-1) d1(K) quand n — +00 puis da(K) = d; (K).

Dans le cas d2(K) = 0, on a de méme 1 = o(#In(tn)), soit n = o(— In(tn)). Puisque t¥™ — 0, on
a —In(tn) > 0 pour n assez grand et on peut encore appliquer le principe de sommation des relations
de comparaison. La série de terme général — In(t,) est nécessairement divergente (sans quoi la série de
terme général n serait convergente), d’ou 1‘—(“2—"1)- = o(—1In(xy)) puis 1 = o(—ln(xi"(“("_l)))) et enfin

xf‘"(“("_l)) — 0 quand n — +o00. Dans ce cas encore, d2(K) = dy(K).

Autre solution, proposée par Denis Cholmet.

On déduit des questions 2.5 et 2.6 'encadrement 1}/" < (W1 /w )™ £ (n+ )AL AL qui

montre que (W, 41/1,)/" == d,(X), et donc Ii(w““)n_ In(wy)

v In(d;(K)) avec par convention

In(0) = —co. Appliquons le lemme de Césaro :

n
Z In(Wi 1) — In(wvy,) —s In(dy(K)).
nk n—-oo
k=1
Par ailletirs,

Yn‘ In(wy 1) — In(wy) _ Zn: In(Wwiy1) Yu‘ In(wy)

e nk = nk o nk
_ “il In(wy) i In(wy,)

Znk-1) = nk

_ 'y“\ In(wy) " In(wny1)  In(wy)
B i nk(k—1) n? n o
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3.4.

3.6.

- Question classique. On trouve deg(T,,) = n.
. Question classique. les valeurs extrémes +21~™ sont atteintes aux nceuds de Tchebychev :

In(w 3
Ayant ,.T(I(‘T“% . 11n(d2(K)), avec une nouvelle application du lemme de Césaro, on obtient

—+0C

g nls((lzv_“)l) + 1“(‘:;;‘* B ln(:l‘") — 1n(dy(K)) + L In(da(K) - 0 = 1n(d2(K))

Alnsj, ln(dl(K)) = ln(dz(k))_
3. Polynoémes de Tchebychev

cos(kZ ),

o<kgn

3. Notons xy, = cos(k3). Puisque [|f — qfl; < 21~ = [22~"Tn(x)|, le polynéme 7= 27" Tn — (f-a)

prend en x; une valeur non nulle du signe de Ty (xy), soit (=1)*. La suite (xo,--- ,Xn) e.st stricteme‘n’c
décroissante dans I et délimite n intervalles aux bornes desquels r prend des valeurs de signes Oppescs.
Ainsi r admet au moins une racine dans chaque intervalle ouvert délimité par deux xx successifs, soit au
moins n racines distinctes dans I.
Mais deg(r) < n puisque les termes de degré n se compensent entre 21-nT, et f. En conséquence, T = 0
et f— q = 2'""T,, ce qui est contraire  I'hypothése «||f — ql|; < 2!~ ™».
Ainsi, ||f — qll; > 2'~™ et comme f — 217" T,, € Bn_4[X] vérifie ||f — (f — 2T )h=2"""P
Ta=21"Th.
Le changement de variable @ : x = 2% + x25% =t envoie bijectivement P'intervalle [—1,1] sur linter-
valle [a, b] et par composition envoie bijectivement I'ensemble des fonctions polynomiales sur [<1,1] sur
’ensemble des fonctions polynomiales sur [a,b]. Plus précisément, pour p € E[X] considéré comme une
fonction de x € [~1,1] et p’' = p o ¢! considéré comme une fonction de t € [a,b], on a:

deg(p) = deg(p') ;

coefficient dominant(p) = (252 )4(P)coefficient dominant(p’) ;

”P”[—m] — ”P'll[a,b]-
1 en résulte que 'image du polynéme unitaire de degré n de plus petite norme | lj-1.1; est le polyndéme
de degré n de coefficient dominant (5Z;)™ de plus petite norme || [|[q,5) parmi ceux de degré n ayant ce
coefficient dominant. Par homogénité, il vient Tie®l = (b—;—“—)“(T,[fl’ll)', soit

Tty = 2(22)" cos(n arccos(2t=2=2)).

ar unicité,

b—a
On a alors “T’{FVb]HIGvb] =t = 2('1)2_(1)“ et dl([us b]) it limn—:\:(tg{’n = bzﬂ'

. Sip est un tel polynéme, de degré n et de coefficient dominant ¢ alors p/c est unitaire de degré n donc

[p/cllar) = tn = 2(252)™ > 2, puis [Ipllja,p) = lcl[P/Cllja,e) = 2lc[ > 2.

Le sens indirect est évident. Pour le sens direct, si (p,) est une suite de polynémes a coefiicients entiers
convergeant uniformément vers f sur [a,b] alors la suite (pn+1 — Pn) converge uniformément vers la
fonction nulle et est constituée de polynomes a coefficients entiers. D'aprés la quesiion précédente, le
polynéme pry; — Pn €st donc constant & partir d’un certain rang que ’on note N. Soit ¢ le coefficient
constant de p, : pour m 2= N, Pnt1 — Pn = Cnt+1 — Cn et la série télescopique de terme général
Pns1 — Pn €tant uniformémént convergente sur [a,b] il en est de méme pour la série télescopique de
terme général cpoy — Cn. Autrement dit, la suite (c,) admet une limite finie notée ¢ € Z. Enfin,

f=pn+ Yron(Pre1 — Pr) = P~ + € — ¢ est un polynéme a coefficients entiers.
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4.1,
4.2,

4.3.

4.4.

4. L’approximation par des polynémes a coefficients entiers

Prendre p = T\ avec n suffisament grand pour que [|p); = 2(%52)" < L. . _

On proceéde par récurrence forte sur deg(s). Si deg(s) < d, n = 0 et bp = s conviennent. Sinon, on
écrit la division euclidienne de s par v : s = bg + 1 x 51 avec deg(bp) < d et deg(s:) = c’ieg(s) - d.
Par hypothése de récurrence, s; s'écrit s; = by + rby +... + r"by4; avec deg(b;) < d et ?on .obtlent
s =bg+ by +... + b, ;. L'unicité de cette décomposition (non demandée) peut aussi facilement
étre établie par récurrence forte sur deg(s).

Montrons d'abord que tout polynéme q € R[X] s’écrit sous la forme suivante :

q=z+ Y biX'p(X)*
0<igd-1
(20
ou les coefficients by,¢ appartiennent 4 [0, 1[ et z est un polyndme a coefficients entiers. On procéde par
récurrence forte sur n = deg(q).

Pour n < d, on place dans z les parties entiéres des coefficients de q et on place les parties fractionnaires
dans Zogtgd—i bi,0X'. Les coefficients byi,¢ avec { > 1 sont posés nuls.

Pour n > d, on écrit
q = ann +...

ou ... désigne la somme des termes de degré inférieur 4 n. Puis a, = [an]+ {an} (partie entiére, partie
fractionnaire), soit

q = [an]X™ + {an}X™ +... = [an]X™ + {a }XMFH 4

ot n = (d +1i est la division euclidienne de 11 par d. Ensuite, X' = p'+... ot ... désigne la somme des
termes de degré inférieur a (d. Il vient

q = [an]X" + {an}X'p" + ¢’

avec deg(q’) < n. 1l ne reste plus qu'a décomposer q' qui reléve de I'hypothése de récurrence. Par
construction, le terme Xip® étant de degré n ne sera pas modifié par la décomposition de q’, ce qui
termine la récurrence.

En décomposant de cette maniére le polynéme q = p¥, on obtient p* = z, + Logica—1 b6 kXp(X)®
>0

avec zy & coefficients entiers et by ¢ € [0,1[. Comme deg(p*) = kd et p* est unitaire, 1'algorithme de

décomposition exposé ci-dessus montre que zy est unitaire de degré kd et biex =0si > k. Il ne reste

plus qu'a reprendre le polyndme 3", 4, bi,¢ . X'p(X)!, qui a un degré au plus d{to—1)+d—1=m-1,
0<l< iy

et a le réécrire comme combinaison linéaire de 1,X,...,X™=1. On place les parties fractionnaires des

coefficients dans py et on incorpore les parties entiéres au polynéme z,.

Remarque : 'énoncé original demandait ry(X) = Eogigd—l bi,eX'p(X)*, pouvant laisser penser que Ty
Y

Z 0
ne dépendait pas de k. Vu le caractére inintelligible de la question — avec ou sans rectification — on peut
penser que cette faute typographique n’a géné aucun candidat.
Zw — 2 = p*¥ = pk — (1 — ) — (Px — Px) est un polyndme unitaire de degré k’d, donc non constant.
Ona|lpllr <1et | || est sous-multiplicative, donc la suite (p*) converge vers le polynéme nul pour || |1
En particulier, il existe ko € N tel que pour tous k, k' vérifiant k’ > k > ko, on a ||p¥’ — P¥I < 3

X

Par ailleurs, |r — 1)) < 2ogica-1 ik = bl IXIEplE < M[p[| oti M est une constante ne
(28

dépendant que de p. En choisissant soigneusement £o, on obtient |ri — ||} < -31- pour tous k’ > k.

lo étant désormais fixé, m 'est aussi et la suite (Px) est & valeurs dans un espace de dimension finie
(Bm-1[X]) et & coefficients dans la base canonique de Ry _1[X] bornés. Elle contient une sous-suite
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4.5.

4.6.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

convergente pour n'im

porte quelle norme sur Ry, —;[X], en particulier pour || [|;. On peut donc trouver
K>k > ko tels que ||

P = piflr < 1.

En C_OnCIUSiOH, on peut trouver k' > k tels que q = z)s — zy, vérifie toutes les conditions de I’énoncé.
Je dis que si I est un intervalle quelconque inclus dans [-1,1] alors J(I) = I N {-1,0,1}. En fﬁet' le
polyndme p(X) = X(X? - 1) est a coefficients entiers, et par étude de fonction on a [p(x)| < 3.5 pour

tout x & [~1,1] donc Ip|; < ;25 < 1. Ainsi INn{-1,0,1} C J(I). L'inclusion réciproque résulte du fait

que tout polyndme p € Z[X] vérifiant ||p||; < 1 doit s'annuler sur INZ = [N {~1,0,1}.

Si (pn) est une suite de polynémes & coefficients entiers convergeant uniformément vers f sur I alors on a
[Pn+1 = Pullt < 1 pour tout n suffisament grand et donc pour x € J(1), la suite (pn(x)) est stationnaire
et la valeur de stationnement est f(x). On prend pour p I'un des p,, avec n assez grand.

- On considére p € Z[X] unitaire vérifiant [Ipllt < 1: tous les éléments de J(I) sont racines de p et sila

réciproque est vraie, alors q = p convient.

Sinon, soit a une racine de P qui n'appartient pas & J(I). Il existe donc un polynéme r € Z[X] vérifiant
I*lly < 1 et v(a) # 0. Pour n > deg(), le polynéme p; = p>™ 4 12 est a coefficients entiers, unitaire, et
l'ensemble des racines de p; est inclus dans ensemble des racines de p privé de a. En itérant, on élimine
une a une toutes les racines de p n'appartenant pas 4 J(D).

On choisit dans 4.2 un polynéme r € Z[X] tel que ||r||; < 1. Soit p € B[X] que l'on décompose sous

la forme : p =bo+b;T+...+ by, On décompose ensuite chaque coefficient de chaque b; en partie
entiere et partie fractionnaire. Il vient :

p=(co+...+cat™)+ (do+... +dnt™)

ot les c; sont des polyndmes & coefficients entiers et les d; sont des polynomes a coefficients dans [0, 1[.
On pose enfin p = cg 4 ...+ ¢,y 1. Il vient

Ip=plli=ldo+...+dnt™lr< > [Xulrlf =M
0<i<d, €30

ou d = deg(r) et M sont indépendants de p.
Soient € > 0 et k > 1 tel que ||q||fM < /2. La fonction f/q est prolongeable par continuité aux racines
de q car f est identiquement nulle sur un voisinage relatif de chacune de ces racines. On peut trouver
un polynéme r € R[X] tel que ||f/q* — r||; < &/2 et avec la question précédente, on peut décomposer
T=7T+s avec T € Z[X] et ||s|1 < M. Soit p = g~ . 1l vient

If = vl < lallff/a* ~ Fll < llallf(e/2+ M) < e/2+ [l M < e.
Si f est identiquement nulle sur un voisinage relatif de chaque racine de q, la question précédente permet
de conclure. Dans le cas général, il suffit de prouver que si f est une fonction continue sur I nulle en
chaque racine de q et si € > 0, on peut trouver g € C°(I, R) nulle sur un voisinage relatif de chaque racine
de q telle que [|f — g||i < &. Pour ce faire, considérons la fonction ¢ : R — R définie par Q(x)=x+e¢si
X< —€ @x)=0si —e<x<eceb @(x)=x—esix>e: @ est continue et on a lo(x) — x| < ¢ pour
tout x € R. Alors la fonction g = ¢ o f convient.
5’1l existe un tel p alors f — p reléve de la question précédente donc f — p est limite uniforme d’une suite
de polynémes a coefficients entiers et f aussi. La réciproque a été vue en 4.6.
Tout polynéme p € Z[X| vérifie ces conditions. Réciproquement, si a,b,c € Z et si a et ¢ ont méme
parité, le polynéme p suivant est a coefficients entiers et vérifie p(-1) = q, p(0) = b, P(l)=c:

X(X-1 X=1)(X+1 X(X+1 at+c 2 -
pX)=a (2 )+b( 2(1 )+c(2 )=( ) —b)X“-l-C

X +b.

2
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<11
190

5.4.

5.5.

6.1.

6.2.

6.3.

. On doit avoir ¥, jx < Yy ik et en particulier 0 < j1,...yjn

5, Polyndmes symétriques

— ce qui est exclu
Dans le cas contraire on aurait 3, i = ¥y Jk €6 (y.00y k) = (J1y0++ Jic) pour tout k,ceq
car 1 7 J. < Ek 1. S'aginsanb d'entiers, j]v e vjn ne

peuvent prendre qu'un nombre fini de valeurs,

i i i i ies ca zlation
. On remarque d’abord que les notions de degré et de coefficient dominant sont bien définies car la rela

«est plus petity induit un ordre total sur N" d'aprés la question 5.1.

p étant symétrique, pour toute permutation 71, p contient un terme de degré'(i,.,(l), e inm)) qui e:t dclv‘nec
égal ou plus petit que (i1,...,1n). Comme Jo) in(k) = 2 ik, on en déduit iy > ixq) e'i en par "Cau, ldr
i) 2 i2. De méme, en se limitant aux permutations 7 telles que 71(1) = 1, on voit que iz > iz et ainsi de
suite, : .

On remarque que la relation «est plus petit ou égaly est compatible avec I'addition dans [N™ et il en
résulte que si p,q € Z[Ty,...,Ty] \ {0} alors deg(pq) = deg(p) + deg(q). En conséquence,

deg(S{*...S8") = d, deg(S;) +... + dy, deg(Sy,)
=(dl,o...,0)+(C‘g,dg,o...,0)+...+ (dnw--,dn)
. (ilsi'.'!"-ain)'
De plus, le coefficient dominant de Sf‘ ...S:{“ est égal & 1 donc les termes de plus haut degré se com-

pensent dans la différence p — dom(p)S* ... Sdn, Ceci suffit a conclure.
La question précédente montre comment éliminer le terme de plus haut degré dans p en lui retranchant

un mondme en Sy,..., Sy, ce qui conserve le caractére symétrique du polynéme initial. En itérant, on
élimine tous les monomes de degré inférieur a ce plus haut degré (ils sont en nombre fini). Il reste aprés
un nombre fini d’étapes : p—(un polynéme en Sy,...,S,) = 0.

6. Entiers algébriques

Si x € Z alors le polynéme p(X) = X — x répond a la définition et x est entier algébrique. Six € Q\ Z,
x=a/bavecaAb=1etb >2etsip e Z[X] est un polyndme non nul tel que p(x) = 0 alors en écrivant
P(X)=a0+ a1X+...+ a,X" ot an € Z\ {0}, on a

ana™ + no1a™ b + ... + agb™
bll )

0=p()=

donc ana™ est un multiple non nul de b. Ayant aAb = 1, il vient b | an et en particulier a,, = 1. Donc
x n'est pas un entier algébrique.

Il s’agit du classique lemme de Gauss que I’on expédie en quelques lignes de la maniére suivante : soit
7 un nombre premier. Pour tout polynéme a € Z[X], on note a™ € Z/nZ[X] le polynéme obtenu en
remplagant les coefficients de a par leurs classes de congruence modulo 7. L'application a — a™ est
clairement un morphisme d’anneaux et 7 étant premier, Z/nZ est un corps donc Z/nZ[X] est un anneau
intégre. Soient alors a,b € Z[X]. On a

7| c(ab) < (ab)" =04 (a"=00u b™ =0) & (| c(a) oum|c(b)) & m| c(a)c(b).

Ainsi ¢(ab) et c(a)c(b) ont les mémes diviseurs premiers. En particulier c(ab) = 1 = c(a)c(b) lorsque
c(a) = c(b) =1 et le cas général s’en déduit par mise en facteur.

Soit [ I'ensemble des polynémes p € QIX] tels que p(x) = 0. Clest un idéal de Q[X], non nul car x est
algébrique, donc engendré par un polynéme h e Q[X]\ {0} unique 4 un coefficient multiplicatif prés. En
Jouant sur ce coefficient multiplicatif, on peut imposer que h soit a coefficients entiers, premiers entre
eux dans leur ensemble, c'est-i-dire :

REZX), c(h)=1, VYpeQX,(p(x)=0)¢ (h|p dans QLX).
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6.6

6.8.

N est alors unique au signe praz et on peut impozer au coetlicient dominant de hd'etre strictement positif,
e qui le rend wnique.

W est unitaire 1 soit p ¢ Z{\] wnitaire tel que p(x) = 0, Done h divise p dans Q[N], et aprés réduction
AW meéme dénominateur des coetlicienta du quotient, il existe d ¢ N* et q € Z[X]\ {0} tels que qh = dp.
Avec le lemme deo Gauas, ¢(g) = ¢(qh) = ¢(dp) == A done tous les coefficients de ¢ sont divisibles par d
ot lo produit des coetticients dominants de ( et de W est égal an coeflicient dominant de dp, soit d. Ainsi
le coetticient dominant de I divise 1 et eat positif § il vaut 1,

N est irreductible dans Q[N] + sinon h = yhy avee deg(ln) < deg(h) et deg(hs) < deg(h). Alors hy et
ha sont denx polyndmes non nuls non éléments de 1 done tels que hy (x) # 0 et ha(x) # 0 ce qui contredit
h{x) = 0.

T est A racines simples dans C @ sinon h et son polyndme dérivé i/ ont un pged non const‘ant‘ dans \C[X}
done aussi dans Q[N] (le pged est invariant par extension du corps d'aprés 'algorithme d'Euclide) et ceci
contredit le caractére irréductible do h car ce pged, divisant IV, ne saurait étre un multiple de h.

En résume, p, = I convient.

S k € Z[N] est un polyndme unitaire irréductible dans Q[N] tel que k(x) = 0 alors h divise k dfms QX
et par irreductibilité de ces deux polyndmes, ils sont égaux A un facteur multiplicatif prés. Ledit facteur
multiplicatif vaut 1 puisque h et k sont unitnires.

En résumé, py est unique.

i est un entler algébrique en tant que racine de py donc py, divise dans Q[X] tout polynome nul. L
En particulier py, divise py et r. Mais py, et p¢ sont unitaires irréductibles, ils sont égaux. Ainsi py
divise 1.

Ces coeflicients sont des polyndmes en yy,...,y,, sSymétriques et i coefficients entiers. Ce sont donc des
polyndmes & coeflicients entiers en les fonctions symétriques élémentaires sy, = SI\(h\‘..-\‘ Lgm Yt Y
et (=1)™~Ng est un coefficient de py donc est entier,

Le polyndme py(X = y1) ... po(N = yy) est unitaire & coefficients entiers donc ses racines sont entiers
algebriques, et x + y est I'une de ces racines.
Solent xp,...,Xy les conjugués de x et yy, ..,y ceux de y. Le polyndme a deux variables

PINT) = [ (X =Tw)

i=1

a pour ceefficients des polyndmes svinétriques en Xy, ..., Xy & coefficients entiers donc c’est un polynéme
en X, T & coefficients entiers. De plus, en tant que polyndme en X d coefficients polyndmes en T, c’est un
polynéme unitaire. De méme, pour X, Ty,..., T\, variables indépendantes,

m n

P, Ty T = ]’_[(H(.\' = Tixi)) € Z[Tyyev oy TiIN]

j=1 i=1

et c’est un polyndme unitaire en X dont les coefficients sont des polyndmes en Ty, ..., Ty, symétriques et
a coefficients entiers. En conséquence ce polynome appartient & Z[Sy,...,Sw][X] od Sy, ..., S, sont les
polynémes symétriques élémentaires en Ty,..., T\, De plus, c'est un polyndme unitaire en X dans cet
anneau. Lorsqu'on substitue (yy,...,Um) & (Try.+.y T), les polyndmes Sy,..., S, prennent des valeurs
entiéres (les coefficients de py ou leurs opposés). Ainsi, p(X,y1,...,ym) € ZIX] et c'est toujours un
polyndéme unitaire ... qui a tous les xjy; pour racine, en particulier xy.

. TTiZ, q(xi) est un polyndme en xy,...,x, symétrique et  coefficients entiers. C’est un entier. De plus,

c'est le produit de n valeurs de q avec ||q||1 < 1 donc sa valeur absolue est strictement inférieure a 1,
c'est 0. Ainsi il existe { tel que q(x{) = 0 et comme xy,...,x, ont les mémes polynémes annulateurs
dans Q[X] (question 6.-1), on a aussi q(x) = 0. L'inclusion F(I) C J(I) résulte alors de la définition de J(D).
On a vu [x(x* = 1)| € 3—33 pour tout x € [—1,1] done |x(x* — 1)(x* = 2)| ﬁ-; pour tout x € [-1,1].
Par ailleurs, |(x — 1)(x = 2)] < 5% pour tout x € [1, §] donc |(x* = 1)(x* = 2)| < % pour tout x tel
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tiers et vérifie ||p[lr < 1.
on en déduit

quel < x| < 2et [x(* —1)(x* - 2)| < '
p(X) = X(X2 - 1)(X2 —2) est unitaire a coefficients en

[ est stable par opposé, donc par conjugué s'agissant des racines de p,

1n{0,+1,£v2} c F() c J(I) c In {0,£1,£v2}.

Ces ensembles sont égaux.

7. Le noyau de Fekete
(hors

programme). J'admets la propriété suivante extraite de la théorie de la mesure :

si P et Q sont deus pavés tels que Q contienne N translatés de P deuz & deux disjoints, alors
vol(Q) > N vol(P).

Supposons les translatés h + P deux a deux disjoints lorsque h décrit Z™ et soit M un majorant Clles
valeurs absolues de toutes les coordonnées de tous les vi dans la base canonique de R™. Pour k €N, les
translatés h+ P avec h € [—k, k]" sont deux & deux disjoints, au nombre de (2k -+-\})n et tous inclus dans
le pavé Q = [~k — M,k + M|™. Avec la propriété admise, il vient vol(P) < (2—5;(%-—)“ puis vol(P) < 1 en
faisant tendre k vers I'infini.

+ B(r) est un pavé de volume 2r donc f~!(1B(r)) est un pavé de volume r/(2"~!| det(M)|) avec det(M) # 0

{déterminant de Vandermonde, les x; sont distincts et distincts de 1 qui n’est pas algébrique _de degré m).
Avec le théoréme de Minkowski, si ce volume dépasse 1 alors f‘l(%B(r)) contient deux points distincts
wyw' tels que h = w—w' € Z". On a alors f(h) = f(w) — f(w') € B(r), soit h € f~*(B(r)) et par
construction h € Z™ \ {0}.

« Is(x1)] € 3 résulte du fait que f(h) € B(r).

s(xi) # 0 car le polynéme minimal des x; est de degré m > deg(s).

- Supposons dans un premier temps que les nombres s(x;) sont distincts. Soit f € C%([~1,1], B) telle que

f(s(xi)) = yi pour i € {1,...,n — 1} et f(0) = f(1) = f(—1) = 0. D’aprés la question 4.12, il existe un
polyndme q € Z[X] tel que ||f — qll{=1,1] < &. Alors le polynéme p = q o s convient.

Lorsque la suite (s(x1),...,s(xn-1)) comporte des répétitions, on remplace s dans le raisonnement précé-
dent par sy (X) = Xs(X)* ot k € N est un entier & choisir. Pour chaque i on peut trouver un rang a partir
duquel [s(xi)] < 3 et si(x:) £ 0 (x; # 0 par algébricité de degré m). Par ailleurs, si s(xi) = sk(x;)
pour deux indices i = j alors kIn(|s(x;)/s(x;)]) = In(]x;/xi]) donc il n'y a qu’un nombre fini de valeurs
de k ne convenant pas.

. La différence avec la situation de la question précédente est le fait que les x; ne sont pas tous conjugués

d'un méme x. On imite la construction de Lagrange : mettons par exemple x;, X5, X3 sont conjugués de a
et Xs, x5 sont conjugués de b = a. On trouve p envoyant X1,X2,X3 Prés de yi1,Yz,ys et q envoyant X4, X5
prés de ys, ys. Alors le polynéme p(X)py, (X) + q(X)pa(X) envoie chaque x; prés de yipq(xi) ou YiPu(xi)
selon les cas. Ces valeurs sont tout aussi arbitraires que Yi,...,Ys car p, et pp n'ont pas de racine en
commun.

. Par définition, I'ensemble F(I) est constitué d’entiers algébriques et il est stable par conjugaison. Donc le

polynéme p = HxéF(I) Px est un polynoéme unitaire & coefficients entiers dont I'ensemble des racines est
exactement F(I). En particulier, pour tout x € Son a p(x) # 0. Avec la question précédente, pour ¢ > 0
on peut trouver un polynome 1 € Z[X] tel que pour tout X €S : [r(x) ~ F(x)/p(x)| < ¢. 1l vient :

¥x & (1) US, () - p(x)r(x)] < elpll.

Soit ¢ définie comme en 4.10 avec ellpll & la place de ¢ et 9(x) = @(f(x) — p()r
sur Tet s_’annule sur F(I)U'S qui est 'ensemble des racines de q donc g est limite uni
a coefficients entiers et on peut trouver un tel polynéme s tel que ||g —s|; < &. En conséquence

If=Pr = sl < I(F=pr) = glli + llg ~ slls < ellplli+1). On a trouvé un polymome & cocmres i
- P | } m
arbitrairement proche de f, ) e e

(x)). g est continue
forme de polynomes
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. X -} = 0 pour
7.7. Si a € J(1) \ F(I) alors on peut facilement construire une fonction f € CO(I,R) telle que f(x) .

nt proche

. . : e
tout x € F(J), f(a) = L et [Iflli < 1. Sip est un polyndme & coefficients entiers suffisam < R et

de f alors on a p(a) 3 0 et ||p[li < 1 en contradiction avec I'hypothése «a € J(1)». Ains J(1)
l'inclusion réciproque a été établie en 6.7.

Fin du corrigé
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